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首届中国大学生数学竞赛赛区赛试卷解答 

（数学类，2009） 
 

考试形式：  闭卷      考试时间：  120 分钟   满分：   100   分.  

 

题  号 一 二 三 四 五 六 七 总分 

满  分 15 20 15 10 10 15 15 100 

得  分         

注意：1、所有答题都须写在此试卷纸密封线右边，写在其它纸上一律无效. 

      2、密封线左边请勿答题，密封线外不得有姓名及相关标记. 
 
 

一 、（ 15 分 ） 求 经 过 三 平 行 直 线 1 :L x y z= = ，

2 : 1 1L x y z− = = + ， 3 : 1 1L x y z= + = − 的圆柱面的方程. 

解： 先求圆柱面的轴 0L 的方程. 由已知条件易知，圆柱面母线的方向是

(1,1,1)n = ， 且圆柱面经过点 (0,0,0)O ， 过点 (0,0,0)O 且垂直于 (1,1,1)n = 的平

面π 的方程为： 0x y z+ + = .               ……………………………（3 分) 

π 与三已知直线的交点分别为 (0,0,0), (1,0, 1), (0, 1,1)O P Q− − ………… （5 分) 

圆柱面的轴 0L 是到这三点等距离的点的轨迹， 即 

 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( 1) ( 1)
( 1) ( 1)

x y z x y z
x y z x y z

⎧ + + = − + + +⎪
⎨

+ + = + + + −⎪⎩
， 

即 

                    
1

1
x z
y z

− =⎧
⎨ − = −⎩

，……………………………………………（9 分) 

将 0L 的方程改为标准方程 

 1 1x y z− = + = . 

圆柱面的半径即为平行直线 x y z= = 和 1 1x y z− = + = 之间的距离. 0 (1, 1,0)P −  

得  分  

评阅人
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为 0L 上的点. ………………………………………………………………. （12 分) 

对圆柱面上任意一点 ( , , )S x y z ， 有 0 0| | | |
| | | |

n P S n PO
n n

× ×
= ， 即 

 2 2 2( 1) ( 1) ( 2) 6y z x z x y− + − + − − + − + + = ， 

所以，所求圆柱面的方程为： 

                  2 2 2 3 3 0x y z xy xz yz x y+ + − − − − + = .  ………………. （15 分) 

二、（20 分）设 n nC × 是 n n× 复矩阵全体在通常的运算下所构成

的复数域C 上的线性空间，
1

2

1

0 0 0
1 0 0
0 1 0

0 0 1

n

n

n

a
a

F a

a

−

−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

（1）假设

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

，若 AF FA= ，证明： 

1 2
1 11 21 11

n n
n nA a F a F a F a E− −

−= + + + + ； 

（2）求 n nC × 的子空间 { }( ) |n nC F X C FX XF×= ∈ = 的维数. 

（1）的证明:记 1 2( , , , )nA α α α= ， 1 2
1 11 21 11

n n
n nM a F a F a F a E− −

−= + + + + .要证明

M A= ，只需证明 A与M 的各个列向量对应相等即可.若以 ie 记第 i个基本单位列向

量.于是，只需证明：对每个 i， ( )i i iMe Ae α= = .    ……………………… （2 分) 

若记 1 1( , , , )T
n na a aβ −= − − − ，则 2 3( , , , , )nF e e e β= .注意到， 

2 1 2
1 2 1 2 3 1 1 1, , , ( )n n

n nFe e F e Fe e F e F F e Fe e− −
−= = = = = =      （*） ….. （6 分) 

由 
1 2

1 1 11 21 11 1
1 2

1 1 11 1 21 1 11 1

1 11 1 21 2 11 1

1...............................................(10

( )n n
n n

n n
n n

n n n n

Me a F a F a F a E e

a F e a F e a Fe a Ee
a e a e a e a e

Aeα

− −
−

− −
−

− −

1

= + + + +

       = + + + +
       = + + + +

       = = 分）

 

知 2 1 1 1 1 2Me MFe FMe FAe AFe Ae= = = = =         

得  分  

评阅人  
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   2 2 2 2
3 1 1 1 1 3Me MF e F Me F Ae AF e Ae= = = = =  

 
1 1 1 1

1 1 1 1
n n n n

n nMe MF e F Me F Ae AF e Ae− − − −= = = = =  

所以，M A= .                        ………………………….. （14 分) 

（2）解： 由（1）， 2 1( ) { , , , , }nC F span E F F F −= ，………… （16 分) 

设 2 1
0 1 2 1

n
nx E x F x F x F O−

−+ + + + = ，等式两边同右乘 1e ，利用（*）得 

2 1
1 0 1 2 1 1( )n

nOe x E x F x F x F eθ −
−= = + + + +  

2 1
0 1 1 1 2 1 1 1

0 1 1 2 2 3 1 .........................(18

n
n

n n

x Ee x Fe x F e x F e
x e x e x e x e

−
−

−

= + + + +
= + + + + 分）

 

因 1 2 3, , , , ne e e e 线性无关，故， 0 1 2 1 0nx x x x −= = = = = …………（19 分) 

所以， 2 1, , , , nE F F F − 线性无关.因此， 2 1, , , , nE F F F − 是 ( )C F 的基，特别地，

dim ( )C F n= .                            ……………………………（20 分) 

三、（15 分）假设V 是复数域C 上 n维线性空间（ 0n > ）， ,f g

是V 上的线性变换.如果 fg gf f− = ，证明： f 的特征值都是

0，且 ,f g 有公共特征向量. 

证 明 ： 假 设 0λ 是 f 的 特 征 值 ， W 是 相 应 的 特 征 子 空 间 ， 即

{ }0| ( )W V fη η λ η= ∈ = .于是，W 在 f 下是不变的. …………………………（1 分) 

下面先证明， 0λ =0.任取非零 Wη ∈ ，记m 为使得 2, ( ), ( ), , ( )mg g gη η η η 线性相关的

最小的非负整数，于是，当0 1i m≤ ≤ − 时， 2, ( ), ( ), , ( )ig g gη η η η 线性无关…..（2 分) 

0 1i m≤ ≤ − 时令 2 1{ , ( ), ( ), , ( )}i
iW span g g gη η η η−= ,其中， 0 { }W θ= .因此，dim iW i=

（1 i m≤ ≤ ），并且， 1 2m m mW W W+ += = = . 显然， 1( )i ig W W +⊆ ，特别地， mW 在 g 下

是不变的.                                    ……………………………（4 分) 

下面证明， mW 在 f 下也是不变的.事实上，由 0( )f η λ η= ，知 

                     0 0( ) ( ) ( ) ( )fg gf f gη η η λ η λ η= + = + …………（5 分) 

得  分  

评阅人
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2

0 0 0 0

2
0 0 0 (6.............................

( ) ( ) ( )
( ( ) ) ( ( ) )

( ) 2 ( )

fg gfg fg
g g g

g g

η η η
λ η λ η λ η λ η

λ η λ η λ η

= +
            = + + +

            = + + 分）

 

根据 
1 1

1 1

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

k k k

k k

fg gfg fg
g fg fg

η η η

η η

− −

− −

= +

            = +
 

用归纳法不难证明， ( )kfg η 一定可以表示成 2, ( ), ( ), , ( )kg g gη η η η 的线性组合，且

表示式中 ( )kg η 前的系数为 0λ .              …………………………………. （8分) 

因此， mW 在 f 下也是不变的， f 在 mW 上的限制在基 2 1, ( ), ( ), , ( )mg g gη η η η− 下的

矩阵是上三角矩阵，且对角线元素都是 0λ ，因而，这一限制的迹为 0mλ . …..（10 分) 

由于 fg gf f− = 在 mW 上仍然成立，而 fg gf− 的迹一定为零，故 0 0mλ = ，即

0λ =0.                                       ………………………….. （12 分) 

任取 Wη ∈ ，由于 ( )f η θ= ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )fg gf f g fη η η θ η θ= + = + = ，所以，

( )g Wη ∈ .因此，W 在 g 下是不变的.从而，在W 中存在 g 的特征向量，这也是 ,f g 的

公共特征向量.                            ………………………………. （15 分) 

四、（10 分）设{ }( )nf x 是定义在[ ],a b 上的无穷次可微的函数序

列且逐点收敛，并在[ ],a b 上满足 '( )nf x M≤ .（1）证明{ }( )nf x

在[ ],a b 上一致收敛；（2）设 ( ) lim ( )nn
f x f x

→∞
= ，问 ( )f x 是否一定在[ ],a b 上处处可导,为什

么？ 

证明：（1） 0ε∀ > ，将区间[ ],a b K 等分，分点为
( ) , 0,1,2, ,j

j b ax a j K
K
−

= + = ，使

得
b a

K
ε−

<  . 由于{ }( )nf x 在有限个点{ } , 0,1,2, ,jx j K= 上收敛，因此 N∃ ， m n N∀ > > ，

使得 ( ) ( )m j n jf x f x ε− <  对每个 0,1,2, ,j K= 成立.    ………………………….. （3 分) 

于是 [ , ]x a b∀ ∈ ，设 1[ , ]j jx x x +∈ ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m n m m j m j n j n j nf x f x f x f x f x f x f x f x− ≤ − + − + − ， 

得  分  

评阅人  
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'( )( ) ( ) ( ) '( )( )m j m j n j n jf x x f x f x f x xξ η= − + − + − ( )2 1M ε< + .  …（5 分) 

（2）不一定.                           ……………………………（6 分) 

令 2 1( )nf x x
n

= + ，则 ( ) lim ( )nn
f x f x

→∞
= 在[ ],a b 上不能保证处处可导.（10 分) 

 

五、（10 分）设

3

2
0

sin
sinn

nta t dt
t

π

= ∫ ， 证明
1

1
n na

∞

=
∑ 发

散. 

解：   
3 3 3

2 2
1 20 0

sin sin sin
sin sin sin

n

n

nt nt ntt dt t dt t dt I I
t t t

π π π

π= + = +∫ ∫ ∫   ……. （3 分) 

3 2
3

1 0 0

sin
sin 2

n nnt nI t dt n tdt
t

π π π
= < =∫ ∫ ，  ………………………（5 分) 

3 3 3
2 2 2

2
sin 1
sin 2 8n n n

ntI t dt t dt d
t t t

π π π

π π π
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= < ⋅ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫    ………..（7 分) 

3 22
8 8

n nπ π
π π

⎛ ⎞= − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

.                     …………..（8 分) 

因此 2

1 1

na nπ
> ，由此得到

1

1
n na

∞

=
∑ 发散.         ……………………（10 分) 

 

六、（15 分） ( , )f x y 是{ }2 2( , ) | 1x y x y+ ≤ 上二次

连续可微函数，满足
2 2

2 2
2 2

f f x y
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
，计算

积分 

2 2 2 2 2 21x y

x f y fI dxdy
x yx y x y+ ≤

⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟∂ ∂+ +⎝ ⎠

∫∫ . 

解：  采用极坐标 cos , sinx r y rθ θ= = ，则 

1 2

0 0
cos sinf fI dr rd

x y
π

θ θ θ
⎛ ⎞∂ ∂

= ⋅ + ⋅⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫ ∫ 2 2 2

1

0 x y r

f fdr dy dx
x y+ =

⎛ ⎞∂ ∂
= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫ ∫ …..（6 分) 

2 2 2

1

2 20 x y r

f fdr dxdy
x y+ ≤

⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫ ∫∫ ( )2 2 2

1 2 2

0 x y r
dr x y dxdy

+ ≤
= ∫ ∫∫   ……. （10 分) 

得  分  

评阅人  

得  分  

评阅人  
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1 25 2 2

0 0 0
cos sin

168
r

dr d d
π πρ ρ θ θ θ= =∫ ∫ ∫ .      ……………….（15分) 

 
 

七、（15 分））假设函数 ( )f x 在 [0, 1]上连续，在 (0, 1)内二阶可导，

过点 (0, (0))A f ，与点 (1, (1))B f 的直线与曲线 ( )y f x= 相交于点 

( , ( ))C c f c ，其中 0 1c< < . 证明：在 (0, 1)内至少存在一点 ξ ，使 ( ) 0f ξ′′ = . 

证明：因为 ( )f x 在 [0, ]c 上满足 Lagrange中值定理的条件，故存在 1 (0, )cξ ∈ ，    

使 1
( ) (0)( )

0
f c ff

c
ξ −′ =

−
.   …………………………………………………………………. （4 分) 

由于 C 在弦 AB上，故有 

         ( ) (0) (1) (0)
0 1 0

f c f f f
c

− −
=

− −
= (1) (0)f f− .  ……………….………….……….. （7 分) 

从而 1( ) (1) (0)f f fξ′ = − .    ……………………………………………...………..……….. （8分) 

同理可证，存在 2 ( , 1)cξ ∈ ，使 2( ) (1) (0)f f fξ′ = − .  ………………….……..（11 分) 

由 1 2( ) ( )f fξ ξ′ ′= ，知  在 1 2[ , ]ξ ξ 上  ( )f x′ 满足  Rolle 定理的条件，所以存在 

1 2( , ) (0, 1)ξ ξ ξ∈ ⊂ ，使 ( ) 0f ξ′′ = .   …………………………………….………….…….（15 分) 

 
 
 

得  分  

评阅人  
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(êÆa)

���!!!(10©©©) � ε ∈ (0, 1), x0 = a, xn+1 = a + ε sin xn (n = 0, 1, 2, . . .). y²:

ξ = lim
n→+∞

xn �3, � ξ ��§ x− ε sin x = a ����.

yyy²²²: 5¿� |(sin x)′| = | cos x| ≤ 1, d¥�½n, ·�k

| sin x− sin y| ≤ |x− y|, ∀ x, y ∈ R.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 ©)

¤±

|xn+2 − xn+1| = |ε(sin xn+1 − sin xn)| ≤ ε|xn+1 − xn|, n = 0, 1, 2, . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4 ©)

l
��

|xn+1 − xn| ≤ εn|x1 − x0|, ∀n = 0, 1, 2, . . . .

u´?ê

∞∑
n=0

(xn+1 − xn) ýéÂñ, l
 ξ = lim
n→+∞

xn �3.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6 ©)

éu4íª xn+1 = a + ε sin xn ü>�4�=� ξ � x− ε sin x = a ��.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8 ©)

?�Ú, � η �´ x− ε sin x = a, = η − ε sin η = a ��, K

|ξ − η| = ε| sin ξ − sin η| ≤ ε|ξ − η|.

¤±d ε ∈ (0, 1) �� η = ξ. = x− ε sin x = a ����. y.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(10 ©)

2

���!!!(15 ©©©) � B =




0 10 30

0 0 2010

0 0 0


. y² X2 = B Ã), ùp X �n���

E�
.

1 1� ( � 8� )



yyy²²²: �y{. ��§k), =�3EÝ
 A ¦� A2 = B.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 ©)

·�5¿� B �A��� 0, �Ù�ê­ê� 3.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4 ©)

� λ � A ���A��, K λ2 � B �A��. ¤± λ = 0. l
 A �A��

þ� 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6 ©)

u´ A � Jordan IO.��U�J1 =




0 0 0

0 0 0

0 0 0


, J2 =




0 1 0

0 0 0

0 0 0


 ½

J3 =




0 1 0

0 0 1

0 0 0


.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(10 ©)

l
 A2 � Jordan IO.�U� J1 = J2
1 = J2

2 ½ J2 = J2
3 .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(12 ©)

Ïd A2 ��Ø�u 1, � B = A2 ��� 2 gñ.

¤± X2 = B Ã). y..

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(15 ©)

2

nnn!!!(10 ©©©)� D ⊂ R2 ´à«�,¼ê f(x, y)´à¼ê. y²½Ä½: f(x, y)

3 D þëY.

5: ¼ê f(x, y)�à¼ê�½Â´ ∀α ∈ (0, 1)±9 (x1, y1), (x2, y2) ∈ D, ¤á

f(αx1 + (1− α)x2, αy1 + (1− α)y2) ≤ αf(x1, y1) + (1− α)f(x2, y2).

yyy²²²: (Ø¤á. ·�©üÚy²(Ø.

(i) éu δ > 0 ±9 [x0 − δ, x0 + δ] þ���à¼ê g(x), N´�y ∀x ∈
(x0 − δ, x0 + δ):

g(x0)− g(x0 − δ)

d
≤ g(x)− g(x0)

x− x0

≤ g(x0 + δ)− g(x0)

δ
.

1 2� ( � 8� )



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 ©)

x

y

x0 − δ x0 x0 + δx x

l


∣∣∣g(x)− g(x0)

x− x0

∣∣∣ ≤
∣∣∣g(x0 + δ)− g(x0)

δ

∣∣∣+
∣∣∣g(x0)− g(x0 − δ)

δ

∣∣∣, ∀x ∈ (x0−δ, x0+δ).

dd=� g(x) 3 x0 ëY. ��/, ��m«mþ���à¼êëY.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4 ©)

(ii) � (x0, y0) ∈ D. Kk δ > 0 ¦�

Eδ ≡ [x0 − δ, x0 + δ]× [y0 − δ, y0 + δ] ⊂ D.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 ©)

5¿��½ x ½ y �, f(x, y) ����¼êÑ´à¼ê, d (i) �(Ø,

f(x, y0), f(x, y0 + δ), f(x, y0 − δ) Ñ´ x ∈ [x0 − δ, x0 + δ] þ�ëY¼ê, l
§�

k., =�3~ê Mδ > 0 ¦�

|f(x, y0 + δ)− f(x, y0)|
δ

+
|f(x, y0)− f(x, y0 − δ)|

δ

+
|f(x0 + δ, y0)− f(x0, y0)|

δ
+
|f(x0, y0)− f(x0 − δ, y0)|

δ

≤ Mδ, ∀x ∈ [x0 − δ, x0 + δ].
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7 ©)

?�Ú, d (i) �(Ø, éu (x, y) ∈ Eδ,

|f(x, y)− f(x0, y0)|
≤ |f(x, y)− f(x, y0)|+ |f(x, y0)− f(x0, y0)|
≤

( |f(x, y0 + δ)− f(x, y0)|
δ

+
|f(x, y0)− f(x, y0 − δ)|

δ

)
|y − y0|

+
( |f(x0 + δ, y0)− f(x0, y0)|

δ
+
|f(x0, y0)− f(x0 − δ, y0)|

δ

)
|x− x0|

≤ Mδ|y − y0|+ Mδ|x− x0|.

u´ f(x, y) 3 (x0, y0) ëY. y..

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(10 ©)

2

ooo!!!(10 ©©©) � f(x) 3 [0, 1] þ Riemann �È, 3 x = 1 ��, f(1) = 0,

f ′(1) = a. y²:

lim
n→+∞

n2

∫ 1

0

xnf(x) dx = −a.

yyy²²²: P M = sup
x∈[0,1]

|f(x)| < +∞. - r(x) = f(x) − f(1) − f ′(1)(x − 1) =

f(x) − a(x − 1). Kd Peano .� Taylor Ðª�� ∀ ε > 0, ∃ δ ∈ (0, 1), ¦�

� δ < x ≤ 1 �,

|r(x)| ≤ ε(1− x).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 ©)

·�k

∫ 1

0

xnf(x) dx =

∫ δ

0

xnf(x) dx +

∫ 1

δ

axn(x− 1) dx +

∫ 1

δ

xnr(x) dx

= R1 + R2 + R3.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4 ©)

5¿�

|R1| ≤ M

∫ δ

0

xn dx = M
δn+1

n + 1
,

R2 = − a

(n + 1)(n + 2)
+ a

( δn+1

n + 1
− δn+2

n + 2

)

1 4� ( � 8� )



±9

|R3| ≤
∫ 1

δ

xn |r(x)| dx ≤ ε

∫ 1

δ

xn(1− x) dx

≤ ε

∫ 1

0

xn(1− x) dx =
ε

(n + 1)(n + 2)
,

·�k

lim
n→+∞

|n2R1| = 0,

lim
n→+∞

|n2R2 + a| = 0

±9

lim
n→+∞

|n2R3| ≤ ε.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8 ©)

¤±

lim
n→+∞

∣∣∣n2

∫ 1

0

xnf(x) dx + a
∣∣∣ ≤ ε.

dþª9 ε > 0 �?¿5=�

lim
n→+∞

n2

∫ 1

0

xnf(x) dx = −a.

y..

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(10 ©)

2

ÊÊÊ!!!(15 ©©©) ®��g­¡ Σ (�òz)L±eÊ:µA(1, 0, 0), B(1, 1, 2),

C(1,−1,−2), D(3, 0, 0), E(3, 1, 2), F (3,−2,−4), G(0, 1, 4), H(3,−1,−2), I(5, 2
√

2, 8).

¯ Σ ´=�a­¡º

)))���: ´�, A!B!C ��, D!E!F ��.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6 ©)


�kü«�g­¡þ�U�3���n:: ü�V­¡ÚV­�Ô¡.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(10 ©)

,�§�±w��� ABC Ú�� DEF ´²1�§�Ø´Ó�^��.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(12 ©)
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ùÒqüØ
V­�Ô¡��U(V­�Ô¡� Óx�1�ÑÉ¡§ØÓx�

1�Ñ��), ¤±��U´ü�V­¡.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(15 ©)

5: ù�­¡Ù¢´(Ø�¦Æ)�Ñ�§ª)

(x− 2)2 + y2 − z2

4
= 1.

888!!!(20 ©©©) � A � n × n ¢Ý
(�7é¡), é?� n �¢�þ α ≡
(α1, . . . , αn), αAα> ≥ 0 (ùp α> L« α �=�), ��3 n �¢�þ β, ¦

� βAβ> = 0,Ó�é?¿ n�¢�þ xÚ y,� xAy> 6= 0�k xAy>+yAx> 6= 0.

y²: é?¿ n �¢�þ v, Ñk vAβ> = 0.

yyy²²²: �?¿¢ê r, dK��

(v + rβ)A(v + rβ)> ≥ 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8 ©)

=

vAv> + rvAβ> + rβAv> + r2βAβ> ≥ 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(12 ©)

½=

vAv> + r
(
vAβ> + βAv>

)
+ r2βAβ> ≥ 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(14 ©)

e vAβ> 6= 0, Kk vAβ> + βAv> 6= 0. Ïd��·��¢ê r ¦�

vAv> + r
(
vAβ> + βAv>

)
+ r2βAβ> < 0.

ñ. y..

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(20 ©)

2

ÔÔÔ!!!(10 ©©©) � f 3«m [0, 1] þRiemann �È, 0 ≤ f ≤ 1. ¦y: é?

Û ε > 0, �3��� 0, 1 �©ã(ãêk�)~�¼ê g(x), ¦� ∀ [α, β] ⊆ [0, 1],

∣∣∣
∫ β

α

(
f(x)− g(x)

)
dx

∣∣∣ < ε.

1 6� ( � 8� )



yyy²²²: �½ n > 2
ε
. ½Â Am =

[m

n
,
m

n
+

∫ m+1
n

m
n

f(t) dt
)
,

g(x) =





1, x ∈
n−1⋃
m=0

Am,

0, x 6∈
n−1⋃
m=0

Am.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 ©)

éu 0 ≤ α < β ≤ 1, ��K�ê k ≤ ` ÷v
k

n
≤ α <

k + 1

n
,

`

n
≤ β <

` + 1

n
,

K

∣∣∣
∫ β

α

(
f(x)− g(x)

)
dx

∣∣∣

≤
∫ k+1

n

α

|f(x)− g(x)| dx +
∣∣∣
∫ `

n

k+1
n

(
f(x)− g(x)

)
dx

∣∣∣ +

∫ β

`
n

|f(x)− g(x)| dx

≤
∫ k+1

n

α

1 dx + 0 +

∫ β

`
n

1 dx

≤ 2

n
< ε.

y..

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(10 ©)

2

lll!!!(10 ©©©) ®� ϕ : (0, +∞) → (0, +∞) ´��î�üNeü�ëY¼ê, ÷

v

lim
t→0+

ϕ(t) = +∞.

e ∫ +∞

0

ϕ(t) dt =

∫ +∞

0

ϕ−1(t) dt = a < +∞,

Ù¥ ϕ−1 L« ϕ ��¼ê. ¦y:

∫ +∞

0

[ϕ(t)]2 dt +

∫ +∞

0

[ϕ−1(t)]2 dt ≥ 1

2
a

3
2 .

yyy²²²: - P =
∫ +∞

p
ϕ(t) dt, Q =

∫ +∞
q

ϕ−1(t) dt, I = a− P −Q, Ù¥ pq = a.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 ©)
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K

∫ +∞

0

(
ϕ−1(t)

)2

dt ≥
∫ q

0

(
ϕ−1(t)

)2

dt

≥ 1

q

( ∫ q

0

ϕ−1(t) dt
)2

=
1

q
(a−Q)2 =

1

q
(I + P )2,

∫ +∞

0

(
ϕ(t)

)2

dt ≥
∫ p

0

(
ϕ(t)

)2

dt

≥ 1

p

( ∫ p

0

ϕ(t) dt
)2

=
1

p
(a− P )2 =

1

p
(I + Q)2.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6 ©)

Ïd,

∫ +∞

0

(
ϕ(t)

)2

dt +

∫ +∞

0

(
ϕ−1(t)

)2

dt

≥ 1

p
(I + Q)2 +

1

q
(I + P )2

≥ 2√
pq

(I + P )(I + Q) =
2√
a

(
QP + aI

)
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8 ©)

´����·�� p, q ÷v P = Q =
a− I

2
, l


∫ +∞

0

(
ϕ(t)

)2

dt +

∫ +∞

0

(
ϕ−1(t)

)2

dt

≥ 1

a

((a− I)2

4
I + aI

)
=

2√
2

(a + I)2

4
≥ 1

2
a

3
2 .

y..

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(10 ©)

2
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第第第三三三届届届中中中国国国大大大学学学生生生数数数学学学竞竞竞赛赛赛赛赛赛区区区赛赛赛

试试试题题题参参参考考考答答答案案案

(数数数学学学类类类, 2011)

一一一、、、 (本题 15 分) 已知四点 A(1, 2, 7), B(4, 3, 3), (5,−1, 6), (
√
7,
√
7, 0). 试求过这

四点的球面方程.

解解解答答答: 设所求球面的球心为 (x̄, ȳ, z̄), 则

(x̄− 1)2 + (ȳ − 2)2 + (z̄ − 7)2

= (x̄− 4)2 + (ȳ − 3)2 + (z̄ − 3)2

= (x̄− 5)2 + (ȳ + 1)2 + (z̄ − 6)2

= (x̄−
√
7)2 + (ȳ −

√
7)2 + z̄2.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8 分)

即 
3x̄+ ȳ − 4z̄ = −10,

4x̄− 3ȳ − z̄ = 4,

(
√
7− 1)x̄+ (

√
7− 2)ȳ − 7z̄ = −20.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)

解得 (x̄, ȳ, z̄) = (1,−1, 3). 而 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14 分)

(x̄− 1)2 + (ȳ − 2)2 + (z̄ − 7)2 = 25.

于是所求球面方程为

(x− 1)2 + (y + 1)2 + (z − 3)2 = 25.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15 分)
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二二二、、、 (本题 10分) 设 f1, f2, . . . , fn为 [0, 1]上的非负连续函数. 求证: 存在 ξ ∈ [0, 1],

使得
n∏

k=1

fk(ξ) ≤
n∏

k=1

∫ 1

0

fk(x) dx.

证证证明明明: 记

ak =

∫ 1

0

fk(x) dx, ∀ k = 1, 2, . . . , n.

当某个 ak = 0 时, 结论是平凡的. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 分)

下设 ak > 0 ( ∀ k = 1, 2, . . . , n). 我们有

∫ 1

0

n

√√√√ n∏
k=1

fk(x)

ak
dx ≤

∫ 1

0

1

n

n∑
k=1

fk(x)

ak
dx = 1.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8 分)

由此立即可得存在 ξ ∈ [0, 1] 使得

n

√√√√ n∏
k=1

fk(ξ)

ak
≤ 1.

结论得证. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)

2
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三三三、、、 (本题 15 分) 设 F n 是数域 F 上的 n 维列空间, σ : F n → F n 是一个线

性变换. 若 ∀A ∈ Mn(F ), σ(Aα) = Aσ(α), ( ∀α ∈ V ), 证明: σ = λ · idFn , 其中 λ

是 F 中某个数, idFn 表示恒同变换.

证证证明明明: 设 σ 在 F n 的标准基 ε1, · · · , εn 下的矩阵为 B, 则 σ(α) = Bα ( ∀α ∈

F n). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 分)

由条件: ∀A ∈ Mn(F ), σ(Aα) = Aσ(α), ∀α ∈ F n, 有 BAα = ABα, ∀α ∈ F n.

故 AB = BA, ( ∀A ∈ Mn(F )) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)

设 B = (bij), 取 A = diag (1, · · · , 1, c, 1, · · · , 1), 其中 c ̸= 0, 1, 由 AB = BA 可

得 bij = 0, ∀ i ̸= j. 又取 A = In − Eii − Ejj + Eij + Eji, 这里 Est 是 (s t)− 位置

为 1 其它位置为 0 的矩阵.则由 AB = BA 可得 aii = ajj, ( ∀ i, j). 取 λ = a11. 故

B = λIn, 从而 σ = λ · idFn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15 分)
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四四四、、、 (本题 10 分) 对于∆ABC, 求 3 sinA+ 4 sinB + 18 sinC 的最大值.

解解解答答答: 三角形三个角 A,B,C 的取值范围为

(A,B,C) ∈ D ≡ {(α, β, γ)|α + β + γ = π, α > 0, β > 0, γ > 0} .

我们首先考虑 3 sinA+ 4 sinB + 18 sinC 在 D 的闭包

E = {(α, β, γ)|α + β + γ = π, α ≥ 0, β ≥ 0, γ ≥ 0}

上的最大值. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 分)

我们有

max
(A,B,C)∈E

(3 sinA+ 4 sinB + 18 sinC)

= max
A+C≤π
A,C≥0

(3 sinA+ 4 sin(A+ C) + 18 sinC)

= max
0≤C≤π

max
0≤A≤π−C

(
(3 + 4 cosC) sinA++4 sinC cosA+ 18 sinC

)
= max

0≤C≤π

(√
(3 + 4 cosC)2 + 16 sin2 C + 18 sinC

)
= max

0≤C≤π
(
√
25 + 24 cosC + 18 sinC).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4 分)

考虑

f(C) =
√
25 + 24 cosC + 18 sinC, 0 ≤ C ≤ π.

易见

f(C) ≥ f(π − C), ∀C ∈ [0,
π

2
].

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 分)

直接计算得

f ′(C) = 18 cosC − 12 sinC√
25 + 24 cosC

.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6 分)

计算得 f ′(C) = 0 等价于

(8 cosC − 1)(27 cos2C + 32 cosC + 4) = 0.
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从而它在 [0,
π

2
] 的解为 C = arccos

1

8
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7 分)

于是

max
0≤C≤π

f(C) = max
0≤C≤π

2

f(C) = max

{
f(arccos

1

8
), f(0), f(

π

2
)

}
= max

{
35
√
7

4
, 7, 23

}
=

35
√
7

4
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8 分)

由此可得

max
(A,B,C)∈E

(3 sinA+ 4 sinB + 18 sinC) =
35
√
7

4
,

另一方面, 不难看到 3 sinA+ 4 sinB + 18 sinC 在 E 的边界上 (A,B,C 之一为零)

的最大值为 22. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9 分)

所以所求最大值为
35
√
7

4
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)
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五五五、、、 (本题 15 分) 对于任何实数 α, 求证存在取值于 {−1, 1} 的数列 {an}n≥1 满足

lim
n→+∞

( n∑
k=1

√
n+ ak − n

3
2

)
= α.

证证证明明明: 由 Taylor 展式, ∀x ∈ [−1

2
,
1

2
], 存在 ξ ∈ [−1

2
,
1

2
] 使得

√
1 + x = 1 +

x

2
− x2

8(1 + ξ)
3
2

.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1 分)

从而 ∣∣∣√1 + x−
(
1 +

x

2

)∣∣∣ ≤ x2, ∀x ∈ [−1

2
,
1

2
].

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2 分)

于是当 n ≥ 2 时, 不管我们怎么选取只取值 ±1 的数列 {an}n≥1, 均有

n∑
k=1

∣∣∣√n+ ak − n
3
2 −

n∑
k=1

ak
2
√
n

∣∣∣
=

√
n

n∑
k=1

∣∣∣√1 +
ak
n

−
n∑

k=1

(1 +
ak
2n

)
∣∣∣

≤
√
n

n∑
k=1

(ak
n

)2

≤ 1√
n
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 分)

可以有很多种方法选取只取值 ±1 的数列 {an}n≥1 使得

lim
n→+∞

n∑
k=1

ak
2
√
n
= α.

此时就成立

lim
n→+∞

( n∑
k=1

√
n+ ak − n

3
2

)
= α.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6 分)
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例如, 我们可以按以下方式选取: 取 a1 = 1, 依次定义

an+1 =


1, 如果

n∑
k=1

ak < 2α
√
n,

−1, 如果
n∑

k=1

ak ≥ 2α
√
n.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)

记

yn =
1√
n

n∑
k=1

ak, n = 1, 2, . . . .

我们有

−
√
n ≤ yn ≤

√
n.

若 yn > 2α, 我们有

yn+1 − yn =
yn
√
n− 1√
n+ 1

− yn

= −
√
n+ 1 +

√
n+ yn√

n+ 1(
√
n+ 1 +

√
n)

,

这时

− 2√
n+ 1

< yn+1 − yn < 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12 分)

而当 yn < 2α 时, 我们有

yn+1 − yn =
yn
√
n+ 1√
n+ 1

− yn

=

√
n+ 1 +

√
n− yn√

n+ 1(
√
n+ 1 +

√
n)

;

这时

0 < yn+1 − yn <
2√
n+ 1

;

于是当 yn+1 − 2α 和 yn − 2α 同号时,

|yn+1 − 2α| ≤ |yn − 2α|,
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而当 yn+1 − 2α 和 yn − 2α 异号时,

|yn+1 − 2α| ≤ |yn+1 − yn| ≤
2√
n+ 1

.

一般地有

|yn+1 − 2α| ≤ max(|yn − 2α|, 2√
n+ 1

).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14 分)

注意到对任何 N > 0, 总有m ≥ N , 使得 ym+1 − 2α 和 ym − 2α 异号. 由上面

的讨论可得到

|yk − 2α| ≤ 2√
m+ 1

≤ 2√
N + 1

, ∀ k = m+ 1,m+ 2, . . . .

因此, lim
n→+∞

yn = 2α. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15 分)

2
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六六六、、、 (本题 20 分) 设 A 是数域 F 上的 n 阶方阵. 证明: A 相似于

B 0

0 C

, 其中

B 是可逆矩阵, C 是幂零阵, 即存在m 使得 Cm = 0.

证证证明明明: 设 V 是 F上 n 维线性空间, σ 是 V 上线性变换, 它在 V 的一组基下的

矩阵为 A. 下面证明存在 σ−不变子空间 V1, V2 满足 V = V1 ⊕ V2, 且 σ|V1 是同构，

σ|V2 是幂零变换.

首先有子空间升链： Kerσ ⊆ Kerσ2 ⊆ · · · ⊆ Kerσk ⊆ · · · 从而存在正整数m

使得 Kerσm = Ker σm+i, (i = 1, 2, · · · ). 进而有 Kerσm = Ker σ2m.

(7 分)

下面证明 V = Ker σm ⊕ Imσm.

∀α ∈ Kerσm
∩
Imσm, 由 α ∈ Imσm, 存在 β ∈ V , 使得 α = σm(β). 由

此 0 = σm(α) = σ2m(β), 所以 β ∈ Kerσ2m, 从而 β ∈ Kerσm = Ker σ2m. 故

α = σm(β) = 0. Ker σm
∩

Imσm = (0), 从而 V = Ker σm ⊕ Imσm . (12 分)

由 σ(Kerσm) ⊆ Kerσm， σ(Imσm) ⊆ Imσm 知 Kerσm, Imσm 是 σ−不变子

空间. 又由 σm(Kerσm) = (0) 知 σ|Kerσm 是幂零变换. 由 σ(Im σm) = Im σm 知

σ|Imσm 是满线性变换, 从而可逆. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (17 分)

从 V1 = Im σm, V2 = Ker σm 中各找一组基 α1, · · · , αs; β1, · · · , βt，合并成 V

的一组基, σ 在此基下的矩阵为

B 0

0 C

, 其中 B 是 σ|V1 在基 α1, · · · , αs 下的矩

阵, 从而可逆; C 是 σ|V2 在基 β1, · · · , βt 下的矩阵, 是幂零矩阵. 从而 A 相似于B 0

0 C

, 其中 B 是可逆矩阵, C 是幂零矩阵. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20 分)

==============================================

注注注：：： 如果视 F 为复数域直接用若当标准型证明, 证明正确可以给 10 分：

存在可逆矩阵 P , 使得

P−1AP = diag (J(λ1, n1), · · · , J(λs, ns), J(0,m1), · · · , J(0,mt)),
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其中 J(λi, ni) 是特征值为 λi 的阶为 ni 的若当块，λi ̸= 0; J(0,mj) 特征值为 0 的

阶为mj 的若当块. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 分)

令

B = diag (J(λ1, n1), · · · , J(λs, ns)),

C = diag (J(0,m1), · · · , J(0,mt)),

则 B 为可逆矩阵, C 为幂零矩阵, A 相似于

B 0

0 C

. . . . . . . . . . . . (10 分)
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七七七、、、 (本题 15 分) 设 F (x) 是 [0,+∞) 上的单调递减函数, lim
x→+∞

F (x) = 0, 且

lim
n→+∞

∫ +∞

0

F (t) sin
t

n
dt = 0.

证明: (i) lim
x→+∞

xF (x) = 0, (ii) lim
x→0

∫ +∞

0

F (t) sin(xt) dt = 0.

证证证明明明: 首先, 对任何 x ∈ R, 不难由关于无穷积分收敛性的 Dirichlet判别法得

到

∫ +∞

0

F (t) sin(xt) dt 收敛. 下记

f(x) =

∫ +∞

0

F (t) sin(xt) dt, ∀ x ∈ R.

由于 F 单调下降, ∫ (2k+2)π

2kπ

F (nt) sin t dt

=

∫ π

0

(
F (2nkπ + nt)− F (2nkπ + 2nπ − nt)

)
sin t dt

≥ 0, ∀ k = 0, 1, 2, . . . .

从而

f
( 1
n

)
=

∫ +∞

0

F (t) sin
t

n
dt

=

∫ +∞

0

nF (nt) sin t dt

=
∞∑
k=0

∫ (2k+2)π

2kπ

nF (nt) sin t dt

≥
∫ 2π

0

nF (nt) sin t dt

=

∫ π

0

n
(
F (nt)− F (2nπ − nt)

)
sin t dt

≥
∫ π

2

0

n
(
F (nt)− F (2nπ − nt)

)
sin t dt

≥ n
[
F
(nπ

2

)
− F

(3nπ
2

)] ∫ π
2

0

sin t dt

= n
[
F
(nπ

2

)
− F

(3nπ
2

)]
≥ 0.
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 分)

结合 lim
n→+∞

f
( 1
n

)
= 0 得

lim
n→+∞

n
[
F
(nπ

2

)
− F

(3nπ
2

)]
= 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7 分)

这样, 任取 δ > 0, 有 N > 0 使得当 n > N 时, 有

n
∣∣∣F(nπ

2

)
− F

(3nπ
2

)∣∣∣ ≤ δ.

从而对任何m > 0, n > N 有

0 ≤ nF
(nπ

2

)
≤

m∑
k=0

n
∣∣∣F(3knπ

2

)
− F

(3k+1nπ

2

)∣∣∣+ nF
(3m+1nπ

2

)
≤

m∑
k=0

δ

3k
+ nF

(3m+1nπ

2

)
≤ 3δ

2
+ nF

(3m+1nπ

2

)
.

上式中令m → +∞, 由 lim
x→+∞

F (x) = 0 得到

0 ≤ nF
(nπ

2

)
≤ 3δ

2
, ∀n > N.

所以

lim
n→+∞

nF
(nπ

2

)
= 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9 分)

进一步利用单调性, 当 x >
π

2
时, 有

0 ≤ xF (x) ≤ π
[2x
π

]
F
([2x

π

]
· π
2

)
,

其中 [s] 表示实数 s 的整数部分. 于是可得

lim
x→+∞

xF (x) = 0.
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)

从而又知 xF (x) 在 [0,+∞) 上有界, 设上界为M ≥ 0.

∀ ε ∈ (0, π), 当 x > 0 时, 我们有

0 ≤ f(x) =

∫ +∞

0

x−1F (x−1t) sin t dt

≤
∫ π

0

x−1tH(x−1t)
sin t

t
dt

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (12 分)

≤ x−1εH(x−1ε)

∫ π

ε

sin t

t
dt+Mε, ∀x > 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14 分)

于是

0 ≤ lim
x→0+

f(x) ≤ Mε.

由 ε ∈ (0, π) 的任意性, 可得 lim
x→0+

f(x) = 0.

进而因 f 是奇函数推得 lim
x→0

f(x) = 0. . . . . . . . . . . . . (15 分)

2

第 13页 ( 共 13页 )



DECA
1 :� 15 /� p Γ ��%e	_ z = 3x2 + 4y2 + 1. �$"> Γ �h9_�jh9_,��B� �p (x, y, z) �h9_o�"�.$"���&�� t s� t(x, y, z) \&�%e	_o� 5 /�� v� tz = (3x2 +4y2)t2 +1, �i)15 t �*�,�4��12� 10 /�� v�d
t

∆ = z2 − 4(3x2 + 4y2) = 0.)Ovzj�h9_,�� 15 /�� 2

2 : � 15 /�p Γ �e	
� P v!D"� e	
�Æ��"�7 P �1
 L ! Γ ����Kk"�_=�� A(L). .`� A(L) l=�2�iM�
P g� L � Γ zI��
&�6"�B� ��-pe	
,�� y = x2, P = (x0, y0)� 1 /�� P !D"&e	
��Æ�' y0 > x20� 2 /��p L �,�� y = k(x− x0) + y0. L ! Γ �E"� x ?�℄; x2 = k(x− x0) + y0, �X1J x1 < x2 ℄;

x1 + x2 = k, x1x2 = kx0 − y0� 6/��L! x 7�x = x1, x = x2 3��}�_= D = 1
2(x

2
1+x22)(x2−x1),e	
! x 7� x = x1, x = x2 3�k"�_=� ∫ x2

x1
x2 dx = 1

3(x
3
2 −x31)� 8/�� v�

A(L) =
1

2
(x21 + x22)(x2 − x1)−

1

3
(x32 − x31) =

1

6
(x2 − x1)

3

36A(L)2 = (x2 − x1)
6 = ((x1 + x2)

2 − 4x1x2)
3 = (k2 − 4kx0 + 4y0)

3

= ((k − 2x0)
2 + 4(y0 − x20))

3 ≥ 64(y0 − x20)
3.� 12/�� t�W�iM� A(L)l=�2��iM� k = 2x0,? x1+x2 = 2x0� 15 /�� 2

3: � 10 /�p f ∈ C1[0,+∞), f(0) > 0, f ′(x) ≥ 0∀x ∈ [0,+∞).�/ ∫ +∞

0
1

f(x)+f ′(x) dx < +∞, j.� ∫ +∞

0
1

f(x) dx < +∞.B� �� f ′(x) ≥ 0, �
0 ≤

∫ N

0

1

f(x)
dx−

∫ N

0

1

f(x) + f ′(x)
dx =

∫ N

0

f ′(x)

f(x)(f(x) + f ′(x))
dx

1



� 1 /��l>�
lim

N→+∞

∫ N

0

f ′(x)

f(x)(f(x) + f ′(x))
dx ≤ lim

N→+∞

∫ N

0

f ′(x)

f(x)2
dx

= lim
N→+∞

(− 1

f(x)
) |N0 ≤ 1

f(0)� 8 /��4��/�B�∫ +∞

0

1

f(x)
dx ≤

∫ +∞

0

1

f(x) + f ′(x)
dx+

1

f(0)
< +∞� 10 /��

4: � 10 /�p A,B,C R�r n H-$P*� P (t) = At2 +Bt+C, f(t) =
detP (t), f6 t ��$#� detP (t) 	u P (t) ��Zt�n λ � f(t) �2�w.`� Re(λ) < 0, )V Re(λ) 	u λ �r
�B� �p λ � f(t) �2�'� detP (t) = 0, �) P (t) � n 1Z
�Æ5� v�& α 6= 0 s� P (λ)α = 0, N) α∗P (λ)α = 0. � 4 /�Q~!�

α∗Aαλ2 + α∗Bαλ+ α∗Cα = 0.[ a = α∗Aα, b = α∗Bα, c = α∗Cα, '� A,B,C G�-$P*/ a > 0, b >
0, c > 0, i

λ =
−b±

√
b2 − 4ac

2a� 6 /��8���� b2 − 4ac ≥ 0 q� √
b2 − 4ac < b, �)

Reλ =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
< 0;� 8/��� b2−4ac < 0q�√b2 − 4ac = i

√
4ac− b2, �) Reλ = −b/2a < 0.

2

5: � 10 /��/ (1+x)n

(1−x)3
=

∑
∞

i=0 aix
i, |x| < 1, n �-,x�j ∑n−1

i=0 ai.B� �� ∑n−1
i=0 ai g� (1+x)n

(1−x)3
· 1
1−x

(St6 xn−1 �
x� 2 /��)
(1 + x)n

(1− x)4
=

(2− (1− x))n

(1− x)4
=

n∑
i=0

(−1)iCi
n2

n−i(1− x)i−4,

2



f xn−1 �
x  
2n(1−x)−4−n2n−1(1−x)−3+

n(n− 1)

2
2n−2(1−x)−2−n(n− 1)(n − 2)

6
2n−3(1−x)−1� xn−1 �
x� 6 /���O  

2n

3!
((1− x)−1)′′′ − n2n−1

2!
((1− x)−1)′′

+
n(n− 1)

2
2n−2((1− x)−1)′ − n(n− 1)(n − 2)

6
2n−3(1− x)−1� xn−1 �
x�{  

2n

3!
(n+2)(n+1)n− n2n−1

2!
(n+1)n+

n(n− 1)

2
2n−2n− n(n− 1)(n − 2)

6
2n−3.4�

n−1∑
i=0

ai =
n(n+ 2)(n + 7)

3
2n−4� 10 /�� 2

6: � 15 /�p f : [0, 1] → R T�� f(0) = f(1),
∫ 1
0 f(x) dx = 0, i f ′(x) 6=

1∀x ∈ [0, 1]. j.�'m�-,x n, � ∣∣∣∑n−1
k=0 f(

k
n
)
∣∣∣ < 1

2 .B� �� f(0) = f(1), 4�& c ∈ (0, 1) s� f ′(c) = 0� 2/��� f ′(x) 6= 1,��8xL2�5;� f ′(x) < 1� 4 /��[ g(x) = f(x)− x, ' g(x) ��#�C8x� 6 /��4
−1

2
+

1

n
=

∫ 1

0
g(x)dx+

1

n
>

1

n
(

n∑
k=1

g(
k

n
) + 1))

=
1

n

n−1∑
k=0

g(
k

n
) >

∫ 1

0
g(x)dx = −1

2� 12 /�� v�∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

f(
k

n
)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

g(
k

n
) +

n− 1

2

∣∣∣∣∣ < 1

2
2� 15 /�

3



7: � 25 /��/rP* A =

(
2 2
2 a

)
, B =

(
4 b
3 1

)
. .`�

(1) P*,� AX = B �J� BY = A �J����Bv a 6= 2, b = 4/3;

(2) A Æy B ����Bv a = 3, b = 2/3;

(3) A :� B ����Bv a < 2, b = 3.B� � (1) P*,� AX = B �J A B �Z�YT� A �Z�Y
�	u� BY = A �J A A �a1Z�Y�b� B �Z�Y
�	u� 2/��' (A,B) >� ��<�(
2 2 4 b
2 a 3 1

)
→

(
2 2 4 b
0 a− 2 −1 1− b

)/� B �Z�Y<T� A �Z�Y
�	u�iM� a 6= 2� 6 /��'P*
(B,A) >� ��<�

(B,A) =

(
4 b 2 2
3 1 2 a

)
→

(
4 b 2 2
0 1− 3b/4 1/2 a− 3/2

)
.��/ A �Z�Y<�b� B �Z�Y
�	u����Bv b = 4/3. z�P*,� AX = B �J� BY = A �J����Bv a 6= 2, b = 4/3 � 10/��

(2) n A,B Æy�'� trA = trB, i |A| = |B|, 4� a = 3, b = 2/3 � 12/��+0�n a = 3, b = 2/3, '�
A =

(
2 2
2 3

)
, B =

(
4 2/3
3 1

)
,

A 9 B �|+(�tR� λ2 − 5λ + 2. � λ2 − 5λ + 2 = 0 �X1���2��) A,B %T�Æy ��'F*�4 A ! B Æy� 15 /��
(3) � A �'�*�n A,B :��' B �v'�*�4 b = 3 � 16 /��P* B '��*��

g(x1, x2) = 4x21 + 6x1x2 + x22 = (3x1 + x2)
2 − 5x21.&T

��< y1 = 3x1 + x2, y2 = x1 �� g(x1, x2) ���:�� y21 − 5y22� 18 /����� B �-�06�3x� 1 � 19 /��Uy!� A '��*��

f(x1, x2) = 2x21 + 4x1x2 + ax22 = 2(x1 + x2)
2 + (a− 2)x22&T

��< z1 = 3x1+x2, z2 = x2 � f(x1, x2)���:��2z21+(a−2)z22� 22 /�� A,B :�����Bv{^�Æ��-�06�3x�4 A,B :�����Bv a < 2, b = 3 � 25 /� 2
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(êÆa, 2013c10�)

�Á/ª: 4ò �Á�m: 150 ©¨ ÷©: 100 ©

�! (�K 15 ©) ²¡ R2 þü��»� r �� C1 Ú C2 	�u P :. ò� C2

÷ C1 ��±£ÃwÄ¤EÄ�±§ù�, C2 þ� P :�� C2 �$Ä
$Ä. P Γ

� P :�$Ä;,­�, ¡�%9�. y� C �±P �Ð© � (�:) ��%��,

Ù�»� R. P γ : R2 ∪ {∞} → R2 ∪ {∞} �� C ��üC�§§ò Q ∈ R2\{P}
N¤�� PQ þ�: Q′

, ÷v
−→
PQ ·

−−→
PQ′

= R2
. ¦yµγ(Γ) ��Ô�.

y² ± C1 ��% O ��:ïá���IX§¦�Ð©�: P = (0, r). ò�

C2 ÷ C1 ��±£ÃwÄ¤EÄ� Q :, P� ∠POQ = θ, K Q = (r sin θ, r cos θ).

- `Q � C1 3 Q :���, §�ü {�� ~n = (sin θ, cos θ). ù�, P :$Ä� P

'u�� `Q �é¡: P ′
= P (θ) ?. u´, k

−−→
OP ′

=
−→
OP +

−−→
PP ′

=
−→
OP − 2(

−→
QP · ~n)~n. (5©)

� P :�$Ä;,­�(%9�)�

P (θ) = P ′
= (2r(1 − cos θ) sin θ, r + 2r(1 − cos θ) cos θ), 0 ≤ θ ≤ 2π. (8©)

N´��, � C ��üC���IL«�

(x̃, ỹ) = (0, r) +
R2

x2 + (y − r)2
(x, y − r). (11©)

ò (x, y) = P (θ) �<, ��

(x̃, ỹ) =

(
R2

sin θ

2r(1 − cos θ)
,

R2
cos θ

2r(1 − cos θ)
+ r

)
. (13©)

��O�§���Ô��§

ỹ =
r

R2
x̃2

+ (r − R2

4r
). (15©)

1 1 �£� 5 �¤



�! (�K 10 ©) � n ��
 B(t) Ú n × 1 Ý
 b(t) ©O� B(t) = (bij(t))

Ú b(t) =


b1(t)

.

.

.

bn(t)

, Ù¥ bij(t), bi(t)þ�'u t�¢Xêõ�ª, i, j = 1, 2, · · · , n. P

d(t) � B(t) �1�ª, di(t) �^ b(t) O� B(t) �1 i ��¤�� n �Ý
�1�

ª. e d(t) k¢� t0 ¦� B(t0)X = b(t0) ¤�'u X ��N�5�§|, Áy²:

d(t), d1(t), · · · , dn(t) 7kgê > 1 �úÏª.

y²�B(t)�1 i��Bi(t), i = 1, 2, · · · , n. äóµ t−t0´ d(t), d1(t), · · · , dn(t)

�úÏª. �y. Ø���5§� d1(t0) 6= 0§u´

�[B(t0), b(t0)] = n, Ï� d1(t0) 6= 0. (5 ©)

5¿��B(t0) 6 n − 1, (J

O2
[B(t0), b(t0)] �� 6= B(t0) ��, (9 ©)

l
 B(t0)X = b(t0) Ø�N. gñ. y.. (10 ©)

8! (�K 25 ©) � Rn×n � n �¢�
�N, Eij � (i, j)  ���� 1

Ù{ ���� 0 � n ��
, i, j = 1, 2, · · · , n. 4 Γr ���u r �¢ n ��


�N, r = 0, 1, 2, · · · , n, ¿4 φ : Rn×n → Rn×n ��¦Nì, =÷v: φ(AB) =

φ(A)φ(B),∀ A,B ∈ Rn×n. Áy²:

(1) ∀ A,B ∈ Γr, �φ(A) =�φ(B).

(2) e φ(0) = 0, ��3,��� 1 �Ý
 W ¦� φ(W ) 6= 0, K7�3�_�
 R

¦� φ(Eij) = REijR
−1 é�� Eij �¤á, i, j = 1, 2, · · · , n.

y²: (1) A,B ∈ Γr L² A �L� A = PBQ, Ù¥ P,Q �_. (1 ©)

(J φ(A) = φ(P )φ(B)φ(Q), l
 �φ(A) 6�φ(B). (3 ©)

é¡/k �φ(B) 6�φ(A). =k, �φ(A) = φ(B). (5 ©)

(2) �	Ý
8Ü {φ(Eij)|i, j = 1, 2, · · · , n}. k�	 φ(E11), · · · , φ(Enn). d (1)

� φ(Eij) ��"
, AO/, φ(Eii) ��"��
, ��3ü A��þ wi ¦�

φ(Eii)wi = wi, i = 1, 2, · · · , n.

l
��þ|: w1, w2, · · · , wn. (7 ©)

d�þ|kXe5�:

a) φ(Eii)wk =

φ(Eii)φ(Ekk)wk = φ(EiiEkk)wk = 0, k 6= i �

wi, k = i �.

b) w1, w2, · · · , wn �5Ã', l
�¤ Rn �Ä, Ý
 W = [w1, w2, · · · , wn] �

�_
. ¯¢þ, e x1w1 + · · · + xnwn = 0, K3ü>^ φ(Eii) �^�, � xi = 0,

i = 1, 2, · · · , n. (11 ©)

c) � k 6= j �, φ(Eij)wk = φ(Eij)φ(Ekk)wk = φ(EijEkk)wk = 0;

� k = j �, - φ(Eij)wk = b1jw1 + · · · + bijwi + · · · + bnjwn. ü>©O^

1 2 �£� 5 �¤
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φ(E11), · · · , φ(Ei−1 i−1), φ(Ei+1 i+1), · · · , φ(Enn) �^�, �

0 = φ(E11Eij)wj = φ(E11)φ(Eij)wk = b1jw1, · · · ,

0 = φ(EnnEij)wj = φ(Enn)(b1jw1 + · · · + bijwi + · · · + bnjwn) = bnjwn,

=k

b1j = · · · = bi−1 j = bi+1 j = · · · = bnj = 0.

l
 φ(Eij)wj = bijwi, ?�Ú, bij 6= 0, ÄKk φ(Eij)[w1, · · · , wn] = 0, �� φ(Eij) �

"
, Ø�U. (15 ©)

ù�ÏLO� φ(Eij)wj i, j = 1, 2, · · · , n, ·��� n2 ��"�¢ê:

b11 · · · b1n

.

.

.
.
.
.

.

.

.

bn1 · · · bnn

5¿� EmrErs = Ems, l


bmswm = φ(Ems)ws = φ(Emr)φ(Ers)ws = φ(Emr)brswr = brsbmrwm

Ïdk bmrbrs = bms. (17 ©)

��, - vi = bi1wi, i = 1, 2, · · · , n. Kk

φ(Eij)vk =

0, k 6= j �

φ(Eij)bj1wj = bj1bijwi = bi1wi = vi, k = j �.
(21 ©)

- R = [v1, · · · , vn], K R = [w1, · · · , wn]


b11

. . .

bn1

 ��_Ý
, �

φ(Eij)R = φ(Eij)[v1, · · · , vn] = [0, · · · , 0, vi, 0 · · · , 0] = [v1, · · · , vn]Eij

=, φ(Eij) = REijR
−1. y.. (25 ©)

1 3 �£� 5 �¤



n! (�K 15©)� f(x)3«m [0, a]þk��ëY�ê, f ′
(0) = 1, f ′′

(0) 6= 0,

� 0 < f(x) < x, x ∈ (0, a). -

xn+1 = f(xn), x1 ∈ (0, a).

(1) ¦y {xn} Âñ¿¦4�; (2) Á¯ {nxn} ´ÄÂñ? eØÂñ, K`²nd. e

Âñ, K¦Ù4�.

y² (1) d^� 0 < x2 = f(x1) < x1, 8B/�y� 0 < xn+1 < xn, u´ {xn}
k4�, �� x0. d f �ëY5, 9 xn+1 = f(xn) � x0 = f(x0). qÏ�� x > 0 �,

f(x) > x, ¤±�k x0 = 0. =, lim
n→∞

xn = 0. (5 ©)

(2) d Stolz ½nÚ L’Hospital {K,

lim
n→∞

nxn = lim
n→∞

n

1/xn

= lim
n→∞

1

1/xn+1 − 1/xn

= lim
n→∞

xn+1xn

xn − xn+1

(8©)

= lim
n→∞

xnf(xn)

xn − f(xn)
= lim

x→0

xf(x)

x − f(x)

= lim
x→0

f(x) + xf ′
(x)

1 − f ′(x)
= lim

x→0

2f ′
(x) + xf ′′

(x)

−f ′′(x)

= − 2

f ′′(0)
(15©)

o! (�K 15 ©) � a > 1, ¼ê f : (0, +∞) → (0, +∞) ��. ¦y�3ªu

Ã¡��ê� {xn} ¦�

f ′
(xn) < f(axn), n = 1, 2, · · · .

y² e(ØØé, K�3 x0 > 0 ¦�� x > x0 �, k f ′
(x) > f(ax) > 0. (5©)

u´� x > x0 �, f(x) î�4O, �d�©¥�½n

f(ax) − f(x) = f ′
(ξ)(a − 1)x > f(aξ)(a − 1)x

> f(ax)(a − 1)x.

�ùéu x > 1
a−1
´ØU¤á�. (10©)

1 4 �£� 5 �¤
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Ê! (�K 20 ©) � f : [−1, 1] → R �ó¼ê, f 3 [0, 1] þüN4O, q� g

´ [−1, 1] þ�à¼ê, =é?¿ x, y ∈ [−1, 1] 9 t ∈ (0, 1) k

g(tx + (1 − t)y) 6 tg(x) + (1 − t)g(y).

¦y: 2

∫ 1

−1

f(x)g(x) dx >
∫ 1

−1

f(x) dx

∫ 1

−1

g(x) dx.

y² du f �ó¼ê, ��∫ 1

−1

f(x)g(x) dx =

∫ 1

−1

f(x)g(−x) dx. (2©)

Ï


2

∫ 1

−1

f(x)g(x) dx =

∫ 1

−1

f(x)(g(x) + g(−x)) dx

= 2

∫ 1

0

f(x)(g(x) + g(−x)) dx. (1)

(7©)

Ï� g(x) �à¼ê, ¤±¼ê h(x) = g(x) + g(−x) 3 [0, 1] þ4O. (10©)

�é?¿ x, y ∈ [0, 1], k

(f(x) − f(y))(h(x) − h(y)) > 0.

Ï
 ∫ 1

0

∫ 1

0

(f(x) − f(y))(h(x) − h(y)) dxdy > 0. (15©)

dd��

2

∫ 1

0

f(x)h(x) dx > 2

∫ 1

0

f(x) dx ·
∫ 1

0

h(x) dx

=
1

2

∫ 1

−1

f(x) dx ·
∫ 1

−1

h(x) dx

=

∫ 1

−1

f(x) dx ·
∫ 1

−1

g(x) dx. (20©)

(Ü (1) =�(Ø.
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