
浙江科技学院第十一届高等数学竞赛试题（2015.5.23） 

1. 已知函数 ( )f x 在 ( , )−∞ +∞ 有定义，且 (0) 1f ′ = ，又对于任意的 ,x y恒有 

( ) ( ) ( ) 2f x y f x f y xy+ = + + ，试求 ( )f x′ 。 （12分） 

解：由 ( ) ( ) ( ) 2f x y f x f y xy+ = + + ，得 (0) 0f = ，从而有
0

( )(0) lim 1
x

f xf
x→

′ = = ， 

所以
0

( ) ( )( ) lim
x

f x x f xf x
x∆ →

+ ∆ −′ =
∆ 0

( ) 2lim
x

f x x x
x∆ →

∆ + ∆
=

∆ 0

( )lim 2
x

f x x
x∆ →

∆
= +

∆
1 2x= + 。  

2. 计算 ( cos sin )
D

x y y dxdy+∫∫ ，其中区域D由 | |y x= ， 2 | |y x= 及
2

y π
= 所围成。（12分） 

解： ∵区域D关于 y轴对称， cosx y相对于 x为奇函数， sin y相对于 x为偶函数， 

cos 0
D

x y dxdy∴ =∫∫ ， sin 2 sin
D D

y dxdy y dxdy
+

=∫∫ ∫∫ ，其中D+
为D在第 1象限的部分， 

   从而 ( cos sin )
D

x y y dxdy+∫∫ 2 2
0 0

2

2 sin 2 sin sin
y
y

D

y dxdy y dy dx y y dy
π π

+

= = =∫∫ ∫ ∫ ∫  

2
0

cosy d y
π

= −∫ 2 22
00 0

cos cos cos 1y d y y y yd y
π ππ

= − = − + =∫ ∫ 。 

3.  设函数 )(xf 在 ),( +∞−∞ 内可导，且满足
1

0 0
( ) 1 ( 1) ( )

x
f x t dt x f x f t dt+ + + = + −∫ ∫ ， 

求 )(xf 的表达式。（14分） 

解：因为
1 1

0
( ) ( )

x

x
f x t dt f u du

+
+ =∫ ∫ ，所以有

1
( ) 1

x

x
f u du x

+
+ +∫ 0

( 1) ( )
x

f x f u du= + − ∫ ， 

上式两端关于 x求导，得 ( 1) ( ) 1 ( 1) ( )f x f x f x f x′+ − + = + − ( 1) ( 1) 1f x f x′⇒ + − + = ， 

即 ( ) ( ) 1f x f x′ − = ，解得 1)( −= xcexf ， 

由条件
1

0 0
( ) 1 ( 1) ( )

x
f x t dt x f x f t dt+ + + = + −∫ ∫ ，令 0x = 得

1

0
( ) 1 (1)f t dt f+ =∫ ， 

故有
1

0
( 1) 1 1tce dt ce− + = −∫ ，解得 1=c ，所以 1)( −= xexf 。 

4.  已知 ( ) 2 sinf x x x a= − − ，其中 0a > 。若 ( )f x 在区间 )
2

,0( π
内有且仅有一个零点，求 a的取值范

围。（14分） 

解： ( ) 2 sinf x x x a= − − 在[0, ]
2
π
上连续， (0) 0f a= − < ， ( ) 2

2 2
f aπ π

= − − 。 

令 ( ) 1 2 cos 0f x x′ = − = ，得
4

x π
= ， 

当0
4

x π
< < 时， ( ) 0f x′ < ；当

4 2
xπ π

< < 时， ( ) 0f x′ > ， 

  所以 ( )f x 在[0, ]
4
π
上单调减少，在[ , ]

4 2
π π

上单调增加， 

故当 02
2

)
2

( ≤−−= af ππ
，即 2

2
−≥

πa 时， ( ) 0,
2

f x π
在( ）无零点； 

当 02
2

)
2

( >−−= af ππ
，即 2

2
0 −<<

πa 时， ( ) 0,
2

f x π
在( ）且仅有一个零点。 



5. 设直线 L：
0
3 0

x y b
x ay z
+ + =⎧

⎨ + − − =⎩
在平面π 上，而平面π 与曲面 2 2z x y= + 相切于点 (1, 2,5)− ， 

求 a，b的值。  （12分） 

解 1：平面π 是过直线 L且与曲面 2 2z x y= + 在点 (1, 2,5)− 处相切的切平面。 

故令其方程为 ( 3) 0x y b x ay zλ+ + + + − − = ，即 (1 ) (1 ) 3 0x a y z bλ λ λ λ+ + + − + − = 。 

又曲面在点 (1, 2,5)− 处的法向量 { }2, 4, 1n = − − ，故有
1 1

2 4 1
aλ λ λ+ + −

= =
− −

解得 1λ = ， 5a = − 。 

故平面π 的方程为 2 4 3 0x y z b− − + − = ，又π 过点 (1, 2,5)− ，所以 2b = − 。 

 解 2：在点 (1, 2,5)− 处曲面
2 2z x y= + 的法向量 { }2, 4, 1n = − −

G
， 

故曲面在点 (1, 2,5)− 处的切平面，即平面π 的方程为 2 4 5 0x y z− − − = ， 

直线 L的方向向量 { }1 1 0 1,1, 1
1 1

i j k
s a

a
= = − −

−

GG G

G
，又直线 L在平面π 上， 

所以n s⊥
G G

，故 0n s⋅ =
G G

，所以2 4 1 0a+ + − = ，解得 5a = −  

因为直线 :L
0

5 3 0
x y b
x y z
+ + =⎧

⎨ − − − =⎩
在平面π 上，所以 L上点的坐标 ( , , )x y z 应满足平面π 的方程，可以

解得 2b = − 。 

6. 已知曲线 L 的方程为
2 22 2 ,

,
z x y
z x

⎧ = − −⎪
⎨

=⎪⎩
起点为 (0,1,0)A ，终点为 (0, 1,0)B − ，计算曲线积分

2 2 2 2( ) ( ) ( )
L

I y z dx z x y dy x y dz= + + − + + +∫ 。（12分） 

解： 曲线L的参数方程为
cos ,
sin ,
cos ,

x
y
z

θ
θ
θ

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

  θ 从
2
π
到

2
π

− 。 

2 2 2 2( ) ( ) ( )
L

I y z dx z x y dy x y dz= + + − + + +∫  

2

2

[ (sin cos )sin sin cos sin ]d
π

π θ θ θ θ θ θ θ
−

= − + + −∫ 22

2

sin d
π

π θ θ
−

= −∫ 22
0

2 sin d
π

θ θ= ∫ 2
π

=  

7. 设在[0,1]上有 | ( ) |f x M′′ ≤ ，且 ( )f x 在 (0,1)内取得最大值，证明： | (0) | | (1) |f f M′ ′+ ≤ 。（12分） 

证：由题设条件，不妨设 ( )f x 在点 0 (0,1)x ∈ 处取得最大值，则有 0( ) 0f x′ = ， 

     在区间 0[0, ]x 及 0[ ,1]x 上对 ( )f x′ 分别应用拉格朗日定理，得 

0 1 0( ) (0) ( )f x f f xξ′ ′ ′′− = ， 1 00 xξ< < ； 0 2 0(1) ( ) ( )(1 )f f x f xξ′ ′ ′′− = − ， 0 2 1x ξ< < ， 

     又 0( ) 0f x′ = ，所以 1 0(0) ( )f f xξ′ ′′= − ， 2 0(1) ( )(1 )f f xξ′ ′′= − ， 

   故有 1 0 2 0| (0) | | (1) | | ( ) | | ( ) | (1 )f f f x f xξ ξ′ ′ ′′ ′′+ = + − 0 0(1 )Mx M x M≤ + − = 。 



8.（1）（小和山校区） 设 )(xf 在点 0=x 的某个领域内具有二阶连续导数，且 0)(lim
0

=
→ x

xf
x

， 

证明：级数
1

1( )
n

f
n

∞

=
∑ 绝对收敛。（12分） 

（1）证 1：由题设有 0)0( =f ， 0)(lim
0

)0()(lim)0(
00

==
−
−

=′
→→ x

xf
x

fxff
xx

， )(xf 在 0=x 的 

某个领域内一阶泰勒公式为 22 )(
2
1)(

!2
1)0()0()( xxfxxfxffxf θθ ′′=′′+′+= ， )10( << θ  

   再由题设 )(xf ′′ 在包含于该领域内的某闭区间 ],[ ll− 上连续，故 )(xf ′′ 在 ],[ ll− 上有界， 

即 0>∃M ，使 Mxf ≤′′ )( ， [ , ]x l l∈ − ， 

于是 ],[ llx −∈∀ 有，  22

2
1)(

2
1)( Mxxxfxf ≤′′= θ  

  取
n

x 1
= ，当n充分大时，有 2

1
2
11

n
M

n
f ⋅≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

，因为∑
∞

=1
2

1
n n

收敛，故∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1

1
n n

f  绝对收敛。 

证 2：  由题设有 0)0( =f ， 0)(lim
0

)0()(lim)0(
00

==
−
−

=′
→→ x

xf
x

fxff
xx

， 

所以， 20 0 0

( ) 1 ( ) 1 1lim lim lim ( ) (0)
2 2 2x x x

f x f x f x f
x x→ → →

′
′′ ′′= = = ， 

从而，有 

2

1| ( ) | 1lim | (0) |1 2n

f
n f

n
→∞

′′= ，又 2
1

1
n n

∞

=
∑ 收敛，由比较判定法，得级数

1

1( )
n

f
n

∞

=
∑ 绝对收敛。 

（2）（安吉校区）设正值函数 )(xf 在[0,1]上连续且单调减少，证明： 

对于任意的0 1α β< < < ，均有
0

( ) ( )f u du f u du
α β

α
β α>∫ ∫   （12分） 

证 1：  因为 )(xf 在[0,1]上连续，由积分中值定理，存在 1 20 1ξ α ξ β< < < < < ，使得 

1 20
( ) ( ) ( ) ( ) ( )f u du f u du f f

α β

α
β α αβ ξ α β α ξ− = − −∫ ∫ 2

1 2 2[ ( ) ( )] ( )f f fαβ ξ ξ α ξ= − +  

又因为 )(xf 是[0,1]上单调减少的正值函数，从而有
0

( ) ( ) 0f u du f u du
α β

α
β α− >∫ ∫ ， 

即有
0

( ) ( )f u du f u du
α β

α
β α>∫ ∫ 。  

证 2：  设
0

( ) ( ) ( )
x

F x x f u du f u du
α

α
α= −∫ ∫ ， xα β≤ ≤  

则
0

( ) ( ) ( )F x f u du f x
α

α′ = −∫ ( ) ( ) [ ( ) ( )]f f x f f xα ξ α α ξ= − = − ，0 xξ α< < ≤  

因为 )(xf 单调减少，所以 ( ) ( ) 0f f xξ − > ，从而 ( ) 0F x′ > ，故 ( )F x 在[ , ]α β 上单调增加， 

因此
0

( ) ( ) ( )F f u du f u du
α β

α
β β α= −∫ ∫ 0

( ) ( ) 0F f u du
α

α α> = >∫ 。 


